
DE SPHERES
HISTOIRES REPERER

Θαλη̃ς Mενέλαoς Πτoλεµαι̃oυ

La trigonométrie sphérique s'intéresse aux calculs des triangles tracés sur une sphère, ceux
dont les côtés sont des grands cercles de la sphère.

Pour simpli�er on suppose que la sphère est de rayon 1 et on note a, b, c les côtés, A,B,C
les angles aux sommets.

Formules pour les triangles quelconques

Il y a beaucoup de formules qui relient les côtés et les angles des triangles sphériques mais
certaines sont plus fondamentales que les autres. Pour les triangles quelconques on a trois
formules dites fondamentales mais en fait les formules (2) et (3) se déduisent de (1), ou du
moins de (1) et des deux formules obtenues par permutation circulaire de a, b, c et A,B,C.
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cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosA (1)

sinA

sin a
=

sinB

sin b
(2)

sin a cosB = cos b sin c− sin b cos c cosA (3)
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Formules pour les triangles rectangles
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Avec sin(A) = 1 et cos(A) = 0 les formules (1), (2) et (3) se simpli�ent et deviennent

sin b = sin a sinB (4)

sin c cos b = sin a cosB (5)

cos a = cos b cos c (6)

Les démonstrations au cours de l'histoire

Depuis le XXe siècle

On utilise des produits scalaires ou des matrices de rotation.
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� Par changement de repère

On passe du repère Oxyz au repère OXYZ par la rotation d'axe Ox et d'angle a. Le vecteur
OA est calculé successivement dans les repères Oxyz et OXYZ.

� Par produit scalaire

B et C sont repérés par leurs coordonnées dans le repère dont OA est le 3ème axe. Le
calcul de OB ·OC donne alors directement la formule (1).
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Au XIXe siècle

On utilise la formule d'Al-kashi qui généralise le théorème de Pythagore : elle donne la
longueur du côté d'un triangle plan en fonction des deux autres côtés et de l'angle opposé.

Illustration du cours de Mathématiques générales Henri Bouasse 1920

On calcule B′C ′ dans les triangles AB′C ′ et OB′C ′. On en déduit la relation entre BC, AB,

AC et l'angle B̂′AC ′.

Au XVIIe et XVIIIe

Les triangles rectangles sont utilisés pour la plupart des calculs faits par les navigateurs et
les astronomes
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On utilise les formules des triangles
rectangles dans ACD et CDB pour
résoudre le triangle sphérique quel-
conque ABC :
On calcule successivement
� d par sin d = sin b sinA,
� c1 par cos d sin c1 = sin b cosA,
� c2 = c− c1
� a par cos a = cos d cos c2
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Au XVIIIe siècle

On utilise des triangles semblables associées aux relations de la trigonométrie plane pour
obtenir les formules de triangles rectangles.

Cagnoli, Traité de trigonométrie, 1786

Les triangles CLD et FGE sont semblables. La dé�nition du sinus dans ECL, CLD et FGE
donne

sinAC = sinBC sinB

La dé�nition du sinus et du cosinus dans ECD, ECL, ELD et FGE donne

sinAB cosAC = sinBC cosB
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Au XVIe siècle

Dans le traité de trigonométrie de Regiomontanus on a déjà la démonstration basée sur les
triangles semblables, mais la �gure y est beaucoup moins explicite.

ce qui donne, pour la 1ère phrase de cette page :

". . .Je prie pour que ce théorème verbeux et compliqué ne vous e�raye pas à première vue, car
en mathématiques vous rendrez rarement le texte assez clair. En vérité, bien qu'austère, vous
cueillerez le fruit le plus doux de cet arbre : et quand vous l'aurez dégusté, vous comprendrez
presque tout ce livre.. . ."
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Au Moyen-Age arabe

C'est la règle dite des quatre quantités qui est la plus utilisée, simpli�ant en particulier
les calculs astronomiques.
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sinQC

sinRB
=

sinPC

sinPB

Elle est obtenue par application du théorème de Ménélaus dans le triangle ABC coupé par
PQR

sinPB

sinPC

sinQC

sinQA

sinRA

sinRB
= 1

Au IIe siècle

Ptolémée fait du théorème de Ménélaus la base de ses calculs astronomiques.

Mαθηµατικη Συνταξισ

Traduction de l'Almageste de Ptolémée.
(N.Halma, notes de J-B.Delambre, 1813)
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Les démonstrations classiques

Thèorème de Ménélaus sphérique

P
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Q Ecriture symétrique

sinPB

sinPC
× sinQC

sinQA
× sinRA

sinRB
= 1

Ecriture antique

sinRA

sinRB
=

sinPC

sinPB
× sinQA

sinQC

Thèorème de Ménélaus plan
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= 1

La démonstration n'utilise que le théorème de
Thalès avec les triangles semblables :
DCM et DBF, ECM et EAF.

Thèorème de Ménélaus : démonstration antique

P

C

B

R

A

Q

E

F

D

OK H

On utilise les triangles semblables DCK et
DBH

DC

DB
=
CK

BH
=

sinPC

sinPB

Il su�t alors d'appliquer le théorème de Mé-
nélaus plan à ABC coupé par DEF
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Les traductions des "Sphériques"

Le théorème de Ménélaus nous est parvenu par sa version de Ptolémée mais aussi par l'in-
termédiaire de diverses traductions de l'ouvrage "Les sphériques". Elles sont résumées dans
le tableau suivant où l'on voit le rôle très important joué par les traducteurs arabes du
Moyen-Age.

textes2grecs

syriaque

8è2E2inconnu
9è2E2alEDimashqi 9è2E2ibn2Hunayn

10è2E2alEHarawi

9è2E2Ibn2Yusif

12è2E2Gérard2de2Crémone13è2E2al2Tusi2

9è2E2alEMahani

10è2E2inconnu10è2E2Abu2Nasr

13è2E2Jacob2ben2Mahir

17582E2E.Halley15582E2F.Maurolico

arabe
hébreu
latin

13è2E2Jamal2adEDin
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